Chapitre VIl : Angle Solide

Aprés une étude attentive de ce chapitre, vous serez capable
de:

définir un angle plan et donner I’ expression de I’ angle sous lequel
on voit un arc de courbe

définir un angle solide et donner I’ expression de |’ angle solide sous
lequel on voit une surface




86 Mathématiques pour les Sciences Physiques

| Angle plan
1°- Description

Nous donnerons de l'angle plan une
description trangposable al'angle solide.

D,

L(R)

Pour mesurer I'angle g que font deux
demi droites (O, Dy, D, ), on trace un cercle
de rayon R centré en O, e on désigne par D,
L(R) lalongueur de I'arc de cercle limité par les
deux demi droites.

0

Par raison dhomothétie, le rapport

% es indépendant de R et

L(R)

mesure la vaeur del'angle q:q:?. L'unité de q (bien que g soit

sansdimension) est le radian (symbole rad).

On peut auss dire que lamesure de l'angle et égdle alalongueur del'arc

ST

2°- Angle sous lequel on voit de O un arc de courbe

Ces l'angle défini par les deux
demi droites sappuyant sur la courbe. g ne
dépend pas de l'acc de courbe G mas
uniquement  des points limites A et B de cet arc
de courbe.
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Expression démentaire:

u -
4 N a
O
/I

Pour un arc de courbe édémentaire dL (assmilé aun ssgment de
droite), passant par le point milieu M de dL, (Segment émentaire, Stué a
une distance r de O, orthogond aladirection OM et limité par les droites
Sgppuyant sur dL), ona: diLg =dLcosa=dL - u avec dL =dLn (n:
vecteur unitaire norma & la courbe e u: vecteur unitaire deladirection
OM: OM = ru).

_u-dL
r

D'ou dq

Remarques:

1) dgand défini es dgébrique postif ou négatif sdon l'orientation de n
sur lacourbe.

2) expression générae de I'angle sous lequel on voit de O la courbe G

L u-dL

a=qQ ;

3) I'angle sous lequd on voit un demi espace est 1E2:p et 'angle sous
2
lequel on voit I'espace entier et g 2 =2p
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Il Angle solide

1°- Description
Soit un cone quelconque de sommet O. Pour
caractériser la partie de l'espace  délimitée par ce )
cone, on envisage une caotte sphérique de rayon Ret o _
dare S(R) ddimitée par le cone.

Par ra d'homothétie, | —S( R
rason dhomothétie, le rapport =2 est

indépendant de R et mesure la vadeur de I'angle solide WAéfini par le cone:

L'unité d'angle solide et |e séradian (symbole ).

On peut auss dire que West égd al'aire de la calotte découpée par le cone
sur la sphére de centre O et de rayon unité.

Aing g le cone engendre le demi espace : W , =2p et pour I'espace
=E
2

entier: V\és =4p

2°- Angle solide sous lequel on voit de O une surface

Cest I'angle solide défini par le
cone sappuyant sur la surface S. Cet angle
ne dépend pas de la surface S mas
uniquement du contour G sur lequd Il
Sappuie. O
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Expression éémentaire:
Par andogie avec I'angle plan, on a:

dS xcosa

dW:—2 avec r=0OM
r

u-ds
soit [dW= ——— ot dS= dSn est le vecteur éément de surface.

Remarques:

1) dWes dgébrique sdon l'orientation de n
sur lasurface.

2) expression générde de I'angle solide sous
u-ds
lequel on voit de O lasurface S: |W-= (Dr—z et donc égd au flux du
S

u _ , .

champ — a travers la suface S ce qui conditue une proprieté
r

importante de I'angle solide dans la mesure ou on va ére amené en

Physique acdculer le flux de champ « en r_lz ».
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3°- Applications

a) Conederévolution

Soit acdculer I'angle solide défini par un
cone de révolution de demi angle au sommet ¢
.On cdcule W en utilisant les coordonnées
sphériques soit S la cdotte découpée dans la

sphérederayon R On a
2p Qo
Wu-dsotr L.
W= ?rT: gyij gﬁlnq dq:2p(1- coscb)

On retrouve les Wy =p) =2p (demi espace); WQ, =2p) = 4p
(espace entier)

b) angle solide sous lequel on voit d'un point O une surface

fermée

Le point O peut ére al'extérieur, al'intérieur ou sur lasurface. Il seranoté
respectivement: O, G, Os.
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Comme pour toutes les surfaces fermées, les vecteurs dément de surface
seront orientés conventionnellement vers I'extérieur.

O est al'extérieur: Oc:

Tout cone démentaire de sommet O, coupe la surface un nombre pair de
fois les angles solides sous lesquels on voit de O les surfaces
dS;.34 sONt égaux en vaeur absolue, mais leur somme agéorique est

nile WO, ® S)=0
Oes al'intérieur: O; :

Tout cone démentaire de sommet O, coupe la surface un nombre impair
de fois. Comme ci-dessus, les angles sous lesquels on voit de O les
surfaces dS; 534 SONt égaux en vaeur absolue, mais dans la somme
agébrique, il subsste un terme par cone éémentaire dont I'ensemble

engendre tout |'espace: V\(OI ® S) =4p
O est sur la surface: O; :

Le rasonnement et le méme que pour O, mais cette fois, on engendre le
demi espace, de sorte que : V\(OS ® S) =2p

En résumé

J 109 Oest al'extérieur
& IR e
WO ® S):FE® Sa=|'4ps Oest al'intérieur

' 12p s Oest sur lasurface
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Exercices : Angles solides

Angle solide sous lequel est vu un disque

Exprimer I'angle solide sous leque on voit de O le disque (D,R),
O gppartenant al'axe du disque et OD=z

Réponse: W2Q(1-z/(z? +R? )V?)

Angle solide sous lequel est vu une face d’un tétraedre

Sachant que I'aire d'un triangle sphérique dangle A, B et C est
donnée par S=R¥(A+B+C-p), Réant le rayon de lasphére, ABet C
éant mesurés en radian, véifier laformule sur deux cas particuliers.

Cdculer numériquement I'angle solide sous lequel du sommet dun
tétraédre on voit laface opposée.

Réponse: W0, 55 sr



